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摘要：为了提高微机械陀螺的稳定性，研究自由振动状态下活动基座上 L-L 型双质量微机械陀螺的动态性能，建

立微机械陀螺的数学模型，得到以幅值-相位为变量的运动微分方程的解，并给出这种解与轨道元素的联系。研究框架

质量和弹性件非线性刚度对陀螺漂移量的影响，并给出数值例子。对所得到的解析关系式与曲线进行分析，作出关于

系统性能的相应结论。 
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Effect of nonlinear stiffness on dynamic performance of  
the micromechanical gyroscope 

TONG Xiangpeng,  WANG Xi 
（First Military Representative Office of the Naval Equipment Department in Beijing, Beijing 100076, China） 

Abstract: In order to improve the stability of the micromechanical gyroscope, the dynamic performance of the L-L type 
two-mass micromechanical gyroscope on the movable base in free vibration state is studied, and the mathematical model of the 
micromechanical gyroscope is established to obtain the solution of the motion differential equation with amplitude-phase as the 
variable, and the relation between the solution and the orbital elements is given. In addition, the effects of the frame mass and 
the nonlinear stiffness of elastic parts on the gyro drift are studied, and a numerical example is given. Finally, the obtained 
analytic relation and curve are analyzed, and the corresponding conclusions about the system performance are drawn. 
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引  言 
微机械陀螺技术是未来科学技术发展的方向之一，目前市场上基于 MEMS（Micro Electro Mechanical 

System）技术研制的微机械陀螺已经占据了主导地位[1]，其主要优点是体积小、能耗少、产品造价低，而

缺点是稳定性差[2-4]。因此，提高这类仪表的可靠性和技术指标是当前迫切需要解决的问题。 
为了提高微机械陀螺检测输出信号灵敏度的稳定性，文献[5]首先

求解了线性刚度下系统的稳态响应，进而采用多尺度法推导出非线性

动力学方程的近似周期解。此外，文献[6]也研究了系统非线性刚度对

陀螺性能的影响，并基于拉格朗日方程建立了系统的动力学方程，利

用平均法进行求解，进一步分析了角度偏差对系统零偏、机械灵敏度

和非线性度的影响。根据现有文献可知[7-10]，提高微机械陀螺精度指标

的有效方法之一是研制多质量装置，例如国外的 Bosch 公司已经开始

从事这类陀螺的研制工作，并且发现两个惯性质量的结构具有较好的

技术指标稳定程度，但是，非线性动态效应对 L-L 型双质量微机械陀

螺的动态性能具有明显的影响。因此，本文主要研究如图 1 所示的微

机械陀螺动态模型[7-13]。 

 
 

图 1  微机械陀螺的动态模型

Fig. 1  Dynamic model of the 
micromechanical gyroscope 
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如图 1 所示，利用弹性内部支撑 3（扭力杆）把敏感元件 1 固联到框架 2 上，这样的结构保证了

敏感元件沿 y轴的一个自由度；利用扭杆 4（外部）使框架 2 与基座 5 联结，这保证敏感元件沿 x轴
的一个自由度。 

扭杆的特殊形状保证了敏感元件主要工作在弯曲状态，但实际上该状态是观测不到的。利用电容

系统激起敏感元件的振动框架 2，并与基座 5 上的梳板一起构成了平板式电容器 6。当框架振动时，梳

板触点之间的间隙会发生变化，这就导致了电容的变化。本文的目的是分析自由振动状态下弹性元件

非线性刚度对 L-L 型双质量微机械陀螺敏感元件性能的影响。 

1  运动方程的建立 
安装在基座上的“敏感元件-框架”系统，以常值角速度绕 OZ轴旋转，其动能表达式可以写为 

    2 2 2 2
p q

1 1( ) ( ) ( )
2 2

T m x xΩ m x yΩ y xΩ         （1） 

式中，x，y 分别为敏感元件在与框架固联的坐标系内的横、纵坐标；mp 为敏感元件的质量；mq 为框

架的质量； 为基座上陀螺的角速度。 
进一步，系统势能 Π 可以表达为 

 
2 2

2 2 2( )
2 2x y
x yΠ c c d x y     （2） 

式中，cx、cy分别为扭杆在 x和 y轴上的刚度；d为描述系统非线性形变的参数。 
在这种情况下，系统的拉格郎日函数如下： 

    
2 2

2 2 2 2 2 2 2
p q

1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2x y

x yL m x xΩ m x yΩ y xΩ c c d x y             （3） 

在基座角速度为常值的情况下，基于拉格郎日公式可以得到下面的方程组： 

 
2 3

p q q p q

2 3
q q q

( ) 2 ( ) 4 0

2 4 0
x

y

m m x c x m Ωy m m Ω x dx

m y c y m Ωx m Ω y dy

       


    

 

 
 （4） 

为了改善陀螺的共振特性，应该合理选择扭杆的弹性特性，使得针对广义坐标的共振频率相同。

因此，假设系数 cx和 cy满足下面的关系式 

 p q

q
x y

m m
c c

m


  （5） 

式中，按下面的公式转换为无因次时间 和无因次小振幅 、   

 

p

,

, y

x h y h

c
t

m

   

  

  



 


 （6） 

式中，h为平板电容触点梳板之间间隙的大小。 
因此，可以得到如下结果： 

 
2 3

2 3

1 12 2 (1 ) 4 0
1 1

2 2 (1 ) 4 0

d

d

      
 

      

        
      

 

  
 （7） 

式中， 
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p q

p

, ,
y y

m mdhd
c c m

      （8） 
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式（7）中，考虑了系统中存在的黏性摩擦力， 为无因次的基座角速度，d为描述非线性形变的

无因次参数， 为框架质量与敏感元件质量的比。 
进一步，假设无因次的黏性摩擦系数  与小参数  具有相同的量级，即 1  。此外，框架的质

量明显小于敏感元件的质量，因此无因次参数 1  。基于以上的分析，式（7）可以取如下的形式： 

 
2

1
2

2

2 (1 )
2 (1 )

F

F

    

    

     


    


 

 （9） 

式中， 

 
3

1
3

2

2 2 4

2 4

F d

F d

  

 

   


 


  （10） 

这里省略了式（9）中系数 、 的下标“1”，并且式（9）中“=”的右侧只取小参数的一阶精度。 

2  敏感元件动态性能分析 
为了求解式（4），这里采用克雷洛夫-博戈留玻夫法，将式中变量转换为幅值-相位，因此，得到

如下表达式 

 1 1 2 2

1 1 2 2

( )sin( ) ( )sin( )
( )cos( ) ( )cos( )
A B
A B

       
       
   

    
 （11） 

式中，A、B为幅值； 1 、 2 为相位； 1 、 2 为系统的固有频率，且 1 1   ， 2 1   。 
进一步，令 1 、 2 为系统的全相位，且有 

 1 1 1

2 2 2

  
   

 
  

 （12） 

因此，基于式（11）可以进一步推导得到 

 1 1 2 2

1 1 2 2

cos cos
sin sin

A B

A B

    

    

 


  


  （13） 

基于式（11）和式（13），利用兼容性条件可以得到如下表达式： 

 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

sin cos sin cos 0
cos sin cos sin 0
A A B B

A A B B

     

     

    


   

  
  

 （14） 

对式（13）再次求微分，可以得到关于变量 和  的二阶微分方程，进而根据 1 1   ， 2 1  
和式（13）代入到式（9）进行变量替换，得到以幅值-相位为变量的方程组如下： 

 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 1

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

cos sin cos sin
sin cos sin cos

A A B B F

A A B B F

         

         

     

     

  
  

 （15） 

下面，联立式（14）和式（15）对幅值 A、B和相位 1 、 2 进行求解，可得 

 

 

 

 

 

1 1 2 1

1 2 2 2

1 2 1 1 1

2 2 2 1 2

cos sin
2

cos sin
2

cos sin
2

cos sin
2

A F F

B F F

F F
A

F F
B

  

  

  

  

   

   

  


   










 （16） 

进一步，由式（16）可以看出变量 A、B和 1 、 2 是慢变函数，因此这里采用求均值法进行求解，

得到结果如下： 
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1

2

2 2
1 1
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3 16
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A A
B B

dA dB

dB dA

 

 

  

  

  


 
      

 
         




 

 

 （17） 

因此，基于式（17）可以得到解的形式为 

    

   

1

2

1 2

2 1

0

0

2 2
1 1(0) 0 0 1

1 2

2 22 2
2 2(0) 0 0 2

2 2

1 3 61 1
2 2

1 3 61 1
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A A e

B B e

d dA e B e

d dB e A e

 

 

   

  

  
  

  
  





 

 

 





 
       

  
            

 

 

 （18） 

式中，A0、B0 和 1(0) 、 2(0) 是初始条件。 

基于以上的结果，利用环形坐标（r，k， ，  ）来分析 OXY平面内敏感元件的性能。下面给出

转换慢变轨道元素的公式如下： 

 

1 2
1 ( )d
2

r A B
k A B

t

  

  

 
  
   

  
 

  （19） 

式中， 为波图的定向角； 1 2
1 ( )
2

    ，决定波图中仪表漂移大小的附加

缓慢进动； 为相位，描述振动频率变化，并给出点在开始时刻的位置；r、
k为振动的基波和二次波的标准化振幅，即椭圆的半主轴，如图 2 所示。 

3  数值例子 
本节主要对以上得到的结果进行数值评估。设定微机械陀螺的参数如

下：敏感元件质量 mp=10–6kg，框架质量 mq=10–8kg，平面电容触点之间间

隙 h=100μm，基座角速度 500 /s   ；额定振荡频率 41.88 10 /s   （3kHz），
小参数 310  ，振荡回路的品质因数 Q=105。基于以

上的设定，令初始状态 A(0)=2μm，B(0)=1μm，得到的

结果如图 3 所示。 
通过对图 3 进行分析可以得出，在自由振动状态和

存在弹性件的非线性刚度时，出现了测量基座转角时的

附加误差，并且在 60 秒的观测区间内该误差达到了

0.023，这是对于该型陀螺的严重误差。结果表明，系

统中第二个质量（即框架质量）的存在对陀螺漂移及相

位变化有重要影响。对于安装在以角速度 500 /s   旋转的活动基座上的双质量陀螺，在 60s 的观测区

间内，仪表漂移达到了0.018。 

 
 

图 2  椭圆半主轴示意图

Fig. 2  Schematic diagram 
of ellipse semi-major axis

 

 

 
 

图 3  数值仿真结果 
Fig. 3  Numerical simulation results 
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4  结束语 
本文主要研究了 L-L 型双质量微机械陀螺的数学模型，并且在模型中考虑了系统的黏性摩擦、基

座角速度和自由振动状态下弹性件的非线性刚度。通过一个数值例子表明，非线性刚度和框架质量的

存在会对确定进动角的精度以及振动相位的变化产生明显影响。 
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